Chapitre 24 : Familles sommables

1 Familles de nombres positifs

1.1 Généralités

Définition 1.1. Soit x = (x;);c; une famille de réels > 0 indexés par une ensemble |
On définit

Y xj=sup { Y xi|Joe Pf(])} € [0, 4o0]

jel j€ho
Avec la convention que la forme supérieure vaut +cc si I’ensemble n’est pas majoré.

(Ici, Pf désigne 'ensemble des parties finies de ])

Proposition 1.2. Soit x,y € R/, des familles indexées par |
Ona:

* Restriction:SiK C ], 3 x; < ). x;

jeK i€l
* Linéarité : VA € RY, ¥ (xj +Ay;) = L xj+A L y;
j€l j€l i€l
* Croissance: SiVj € ], x; <yj,alors } x; < Y y;
j€] j€]

n
Corollaire 1.3. Supposons | = |] Ji
k=1

Alors, pour toute famille x € ]RL, ona

Ly=% T

j€] k=1jejx

1.2 Commutativité

Proposition 1.4.
* Soit o : I — ] une bijection et x € IR]+
Alors

Y Xo(n) = 2%

iel j€]

* En particulier, si o : | — I est bijective

Y% =) Xo(j)

i€l i€l
1.3 Sommation par paquets

Théoréme 1.5 (Sommation par paquets). Soit x € ]R{r et un recouvrement disjoint | = || J)
AEA

Alors

L= ) )%

j€] AEAJE])

Corollaire 1.6 (Théoréme de Fubini). Soit (x; ) (i,j)eIxj une famille de réels positifs.

Alors
Y xj= ), Xij=)) %

ieljeJ (i,j)elx] jeJiel



2 Familles sommables de nombres complexes

2.1 Généralités

Définition 2.1.
+ Une famille x = (x;)jc; € C/ est dite sommable si ¥ |xj| < 400
j€]
* On note ['(J;C) I'ensemble des familles sommables indexées par |

% Six € R/ est sommable, on définit sa somme ¥ xj= ) x;r -y x;

j€l i€l j€l
% Six € C/ est sommable, on définit sa somme Y xj = ) Re(xj) +i ) Im(x;)
i€l j€l i€l

Lemme 2.2. Soit x € I'(J;C). Pour tout e > 0, il existe une partie Jy C J finie telle que

VK € Ps(]), Jo € K =

Y= )%

jer ek

<e

Corollaire 2.3.
* En appliquant le lemme a ¢ = 27", on peut trouver une suite (J,),en de parties finies de | telles que

x; — Y x; (en remplagant [, par Jo U ... U ], on peut méme imposer qu’elle soit croissante)
£ ot plag P P P q
IS ]

x Etant donné x, y € ll(];C) et ¢ > 0, on peut trouver ]y et Ky comme dans le lemme et I'ensemble fini
LQ = ]0 U KO vérifie

Y=

j€J j€Lo

<e et

Yui— XY

j€J j€Lo

<e

Naturellement, cela s’étend a I" familles sommables.

2.2 Propriétés

Proposition 2.4. Soit x,y € I1(J;C)
Ona:
* Restriction : Si K C ], (xg)xek est sommable.
* Linéarité : Pour toute A € C, (xj + Ay;)jes € IY(];C) et Y(xj+Ay) =YL xi+ Ly
EE— j€J j€l j€]
* Croissance : Si x, y sont a valeurs réelles et que Vj € |, xi <y, alors Y X < Yy
j€l j€]
Proposition 2.5 (Inégalité triangulaire). Soit x € I'(J;C)
On a

JREY

jel

<)%l

jel

2.3 Commutativité

Proposition 2.6. Soit x € I'(];C)
* Sio: 1 — | est une bijection, (x,(;))ics est sommable et - x,;) = ¥ x;

iel j€]
+ En particulier, sio : ] — ], (x,(j))jes est sommable et ) x,(;) = L x;
j€T j€J

Corollaire 2.7 (sur les séries). Si)_ x;, est une série absolument convergente et que o : IN — IN est une bijection,
n

+o00 +o00
alors }_ x,(,,) est encore absolument convergente et }. x, = ¥ Xy(y)
n n=0 n=0



2.4 Sommation par paquets

Théoréme 2.8. Soit (x;)jc; € C/ et on considere un recouvrement disjoint | = | |
AEA

Alors (x;);cj est sommable ssi, pour tout A € A, (;)jej, est sommable et que (]ezj |xj | Jaen est sommable.
A
Et, si c’est le cas, on a

Ly-% Ly

i€l AEAjE,

Corollaire 2.9 (Théoréme de Fubini). Soit (x;,);; € I x ] € C*J

Alors (x;j) (i jyerx est sommable ssi les familles (x;);cs (i € I) le sont et que (1 |xi j|)ier soit sommable.
i€l

Si c’estla cas, on a

Y xij=)) %

(ij)elx] iel jeJ
En particulier, si x est sommable
Y Y oxij=) ) %
ieljeJ jeJiel
2.5 Produit

Théoréme 2.10. Soita € I'(I;C) etb € I'(];C)
Alors la famille (a;b;) ; ;1 est sommable et

Y, b= (2”1‘) <be>
(i,j)elx] icl il

Définition 2.11. Soit }_a, et }_ b, deux suites (a valeurs complexes).
n n

n
Leur produit de Cauchy est la série } ¢, ot pour toutt € N, ¢, = }. a;bj = Y agb,
n ijeIN k=0
i+j=n
Corollaire 2.12. Soit ) _a, et } b, deux séries absolument convergentes.

n n
Alors leur produit de Cauchy ) ¢, est une série absolument convergente et
n

Fe-(Be) (E)



